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We describe here the state of the art in transcendence methods, proving in an abstract
setting two general theorems which can be used as an ‘‘algorithm’’ to establish
transcendence of values of analytic functions. Combining these theorems with effective
zero estimates gives measures of approximation and, using further approximation
properties, lead to algebraic independence results (presently up to transcendence
degree 3 or even 4, depending on the situation). In a second part we give several
examples of application of the method to known, new, and (hopefully) future
results. This includes transcendence properties of the invariant modular function
and of Mahler type functions, algebraic independence of values of Eisenstein series,
algebraic independence of values of exponentials of Drinfeld modules, and a
strategy to tackle the GelfondSchneider conjecture.  1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Les de monstrations de transcendance et d’inde pendance alge brique
obtenues par les me thodes d’approximation diophantienne pre sentent de
nombreux points communs. Une premie re phase (ge ne ralement non publie e)
consiste d’une part a faire un bilan des parame tres en pre sence et des
ine galite s qu’ils doivent satisfaire et d’autre part a optimiser (par ta^ton-
nements) une fonction de ces parame tres sur un domaine prescrit. Cette
phase acheve e, on sait si on pourra ou non e tablir le re sultat souhaite ...
mais il reste a e crite la preuve (dans une deuxie me phase publie e!). Partant
de ce constat, nous essayons (voir [14] pour une premie re tentative) de
regrouper dans un e nonce ge ne ral la plupart des situations faisant inter-
venir des valeurs de fonctions analytiques d’une variable justiciables de
ce traitement. L’utilisation de cet e nonce limite ainsi la de marche a la
recherche des parame tres et l’optimisation (premie re phase mentionne e
ci-dessus). Il e nume re tous les parame tres susceptibles d’e^tre pris en
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utilise cet e nonce en raisonnant par l’absurde, partant d’une hypothe se
d’approximation (dont la ne gation est le re sultat cherche ) on de termine les
parame tres optimaux. Si ceux-ci satisfont la condition du the ore me on obtient
une conclusion (estimation des ze ros des fonctions conside re es) a contredire
dans chaque cas particulier, pour ce faire on dispose d’une alternative: une
estimation asymptotique ou un lemme de ze ros effectif. En particulier, on
de duit du The ore me 1 du Paragraphe 2.b une me thode algorithmique, certes
plus the orique que pratique, pour optimiser les parame tres (voir
Paragraphe 2.c). Ide alement, on voudrait qu’un tel algorithme permette de
de terminer su^rement si la the orie peut on non re pondre a un proble me de trans-
cendance donne . En effet, il n’existe actuellement aucun moyen d’affirmer qu’un
tel proble me (par exemple le proble me des quatre exponentielles) ne peut e^tre
re solu par le The ore me 1 de ja mentionne (bien que ce soit tre s probable et
ge ne ralement admis pour l’exemple cite ).
Nos the ore mes (voir Paragraphe 2.b) raffinent celui pour la transcendance
de [14]. Les ame liorations sont de deux natures: d’une part, on autorise
l’anneau contenant les valeurs conside re es a varier et d’autre part, on
autorise les valeurs a e^tre proches d’e le ments de cet anneau sans y appartenir
ne cessairement. On met e galement en oeuvre deux aspects bien distincts de
la me thode des de terminants d’interpolation de M. Laurent [10] (voir aussi
[23]). Notons au passage que c’est la simplicite des estimations qu’apporte
cette me thode par rapport aux constructions de fonctions auxiliaires
ante rieures, qui permet d’e crire des e nonce s ge ne raux utilisables. Bien que le
The ore me 1 du Paragraphe 2.b fasse intervenir des fonctions analytiques de
plusieurs variables, il ne traite re ellement que des situations produits a partir
d’une variable. La difficulte pour l’e tendre en plusieurs variables tient pour
l’essentiel dans le principe de Schwarz (cf. Paragraphe 3.a). Le The ore me 2
en revanche s’applique aux fonctions de plusieurs variables, mais ne cessite un
lemme de ze ros effectif.
Le The ore me 1 du Paragraphe 2.b permet, par exemple, d’obtenir comme
corollaire le re cent re sultat de K. Barre -Sirieix, G. Diaz, F. Gramain et
G. Philibert [2] sur la transcendance des valeurs de la fonction modulaire
j aux points alge briques (voir Paragraphe 6.a). Il permet aussi de retrouver
le Corollaire 3.2 de [9] (ce que ne permettait pas [14], Corollaire 8).
Nous explicitons ces applications a la transcendance au Paragraphe 6. La
preuve du The ore me 1 ne cessite d’e tendre le principe de Schwarz de [14]
en un principe de Schwarz approche (ou de petites valeurs), ce raffinement
n’est utilise que dans les applications a l’inde pendance alge brique.
Les the ore mes 1 et 2 du Paragraphe 2.b permettent d’aborder l’inde pendance
alge brique par une approche tout a fait nouvelle. D. Roy et M. Waldschmidt
[19] sont parvenus a de montrer l’inde pendance alge brique de deux nombres
par une me thode voisine, base e sur une proprie te d’approximation fine
s’inspirant d’un the ore me de Wirsing (cf. [20, Chap. 8, Paragraphe 3,
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The ore me 3B]). Le principe des tiroirs est suffisant dans notre me thode, mais
re introduit quand me^me une hypothe se de compacite locale, e vite e pour la
transcendance. On illustre cette approche au Paragraphe 7 en montrant l’inde -
pendance alge brique d’au moins deux valeurs de la fonction exponentielle d’un
module de Drinfeld en certains points et en donnant une de monstration
originale de l’inde pendance alge brique des nombres e?, ? et 1(14).
Combine e aux re sultats de [17] (voir aussi la Proposition 9 du Para-
graphe 5), la me thode fonctionne pour les degre s de transcendance 3 (4 dans
certains cas), et sous des conjectures d’approximation pour les degre s de
transcendance supe rieurs. En particulier, nous formulons au Paragraphe 5
deux proble mes d’approximation dont on re pond au premier en petites dimen-
sions et dont le second, plus optimiste, permettrait d’aller beaucoup plus loin
que les re sultats actuellement connus sur les grands degre s de transcendance.
Nous expliquons cela dans un dernier paragraphe (Paragraphe 8) spe culatif.
On reprend le cadre et les pre liminaires de [14, Paragraphe 2]. Au
Paragraphe 3, on e tend le principe de Schwarz e tabli dans [14] en un principe
de Schwarz approche et on rassemble quelques lemmes techniques utilise s dans
l’estimation du de terminant d’interpolation. Bien que la de monstration du
principe de Schwarz du Paragraphe 3.a ne fasse pas appel a des ide es nouvelles
sa forme tre s pre cise nous semble inte ressante en elle-me^me (on le comparera
par exemple au Lemme 4.5 de [18]). Les de monstrations des re sultats prin-
cipaux font l’objet du Paragraphe 4. Voici le plan synoptique de l’article.
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Je remercie V. Bosser, S. David, L. Denis, F. Pellarin a Paris, K. Barre -
Sirieix, F. Gramain, G. Philibert et toute l’e quipe ste phanoise pour leur
inte re^t. Je remercie e galement M. Laurent, D. Roy, M. Waldschmidt pour
d’inte ressantes discussions sur les proprie te s d’approximation et leurs
applications a l’inde pendance alge brique, et tout spe cialement G. Diaz
pour ses nombreuses et pertinentes remarques sur la re daction de ce
texte.
2. RE SULTATS GE NE RAUX ET PRINCIPE DE LA ME THODE
(a) Notations
On se donne un anneau faiblement diophantien A (voir [14, Paragraphe
2.a] pour la de finition) et un sur-anneau C de A, commutatif, unitaire,
inte gre, noethe rien et muni d’une extension de la valeur absolue distingue e
| } | de A, non discret et complet pour cette extension. On rappelle [14,
Paragraphe 2.a], qu’on note ’0=0 si | } | est ultrame tique et ’0=1 si | } | est
archime dienne, suppose e normalise e de sorte a coi ncider avec la restriction
de la valeur absolue ordinaire de C a l’image isomorphique de C sur un
sous-corps de C. On note T la taille sur A, ’=’(T)=log T (2) (cf. [14]),
et on suppose dans toute la suite que l’ine galite de la taille est satisfaite
avec 9 line aire, 9(X )=aX, (a0), c’est-a -dire que pour tout x # A"[0]
on a
&a log T (x)log |x|log T (x).
Pour i1 on conside re un anneau Ai , clo^ture inte grale de A dans une
extension finie du corps des fractions de A dans celui de C. On notera
A0=A, Ki (i0) de signera le corps des fractions de Ai et [Ki : K0]s le
degre se parable de Ki sur K0 . Nous noterons Plg(KiK0) l’ensemble des
plongements de Ki dans une clo^ture alge brique du corps des fractions de C,
son cardinal est e gal a [Ki : K0]s .
Rappelons que la taille T sur A est la donne e d’une famille de pseudo-
valeurs absolues indexe e par un ensemble J muni d’une mesure &, on
prolonge cette taille a toute clo^ture inte grale A$ de A dans une extension
finie K$ du corps des fractions K de A de la fac on suivante. On conside re
pour chaque pseudo-valeur absolue W de la famille un syste me complet de
prolongements a A$. Plus pre cise ment, si I de signe l’ide al premier des
e le ments x # A satisfaisant W(x)=0, la pseudo-valeur absolue W induit
une valeur absolue sur le corps des fractions Q de AI. On conside re un
ide al I$ de A$ au-dessus de I, et un syste me complet de prolongements de
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W au corps des fractions Q$ de A$I$. Pour W$ | W on note +(W$)=
[Q$W$ : QW]s [Q$ : Q]s le quotient des degre s se parables des extensions des
comple te s en W et W$ et des corps Q et Q$ respectivement, on a
W$ | W +(W$)=1. Enfin, la taille sur A$ est la famille J$ :=[( j, W$) ; j # J,
W$ | Wj] muni de la mesure &$ :=&_+. On ve rifie que cela de finit
bien une taille sur A$ et on a T(x)=T(NormeQ$Q(x))1[Q$ : Q] et
T (NormeQ$Q(x))1[Q$ : Q]T (x) pour x # A$.
Soit n # N*, on appellera ensemble ponde re un sous-ensemble S/Nn_Cn
tel que pour tout x # Cn l’ensemble S & (Nn_[x]) s’identifie a un sous-
ensemble Sx de Nn satisfaisant Nn & (Sx&Nn)/Sx (on dira encore qu’un
tel ensemble est un dessous d ’escalier). On appellera support, note Supp S,
d’un ensemble S/Nn_C n son image par la projection ? : Nn_C n  Cn et
la multiplicite de S, note e m(S) est la plus grande longueur (e ventuellement
infinie) de la premie re composante d’un e le ment de S. On notera encore
|S|=supx # S |?(x)| ou pour y # Cn la norme est | y|=max( | yi | ; i=1, ..., n).
Si 0<r$r et S/N_B(0, r) (B(0, r) de signe la boule de rayon r centre e














max(1, |?(x)|r$) # ]0, 1]
si ’0=1
si ’0=0







Supposons S=[x1 , ..., xN] ordonne de sorte que, pour i=1, ..., N l’ensem-





rEr, r$(?(xj)) } (F?(xi)(S"S
( j+1))+2’0 |S"S ( j+1)|r2)+
soit minimale. On note Gr, r$(<)=1 et sinon Gr, r$(S) le maximum de 1
et de cette quantite minimale. Enfin, pour tout sous-ensemble S de
Nn_B(0, r$)n on notera
Hr$(S) := max
(t, y) # S
(1, (r$&’0 | y| )&|t| )1.
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Les quantite s Er, r$(S), Gr, r$(S), et Hr$(S) interviennent de fac on
essentielle dans le principe de Schwarz approche pour S (cf. Paragraphe 3).
Nous appellerons Er, r$(S) (resp. Gr, r$(S)) l ’attraction (resp. la gravitation)
de S dans la couronne de rayons r, r$. La quantite Er, r$(S) est de rive e des
produits de Blaschke tandis que Gr, r$(S) intervient classiquement dans les
lemmes d’interpolation. Lorsque S/N_B(0, r$) on a Er, r$(S)(2’0r$r)N
et Gr, r$(S)(4’0 } (’0+r$$))N&1 ou $=minx, y # S, ?(x){?( y) (1, |?(x)&?( y)| ).
Lorsque ’0=1, C=C, on a la majoration plus pre cise (apparaissant dans
le Lemme 4.5 de [18]) Gr, r$(S)(66r$$M1#)N&1 ou M est le cardinal du
support de S et #=1 si les points de ce support sont aligne s et #=2 sinon.
Une quantite parasite qui interviendra e galement, lorsque ’0=1, est








ou S=[x1 , ..., xN] est ordonne comme dans la de finition de Gr, r$(S). On
a E r, r$(S)=1 si ’0=0 et il semble raisonnable de conjecturer que cette
quantite peut e galement e^tre remplace e par 1 dans le principe de Schwarz
lorsque ’0=1.
On notera R0 (resp. R>0) l’ensemble des re els 0 (resp. >0) et R
(resp. R 0 , R >0) l’ensemble R _ [+] (resp. R0 _ [+], R>0 _
[+]). Soient n # N*, R # R >0 , nous utiliserons la notion de fonction
analytique dans B(0, R)n :=[ y # Cn ; | y|<R] ( | y|=max( | yi | ; i=1, ..., n))
et les proprie te s de ces fonctions de crites dans [14, Paragraphe 2.b]. Dans
tout ce texte on notera log le logarithme en base 2 et, pour assurer
l’homoge ne ite des formules, nous dirons qu’une fonction f analytique dans
B(0, R)n est de type | ou | : [0, R[  R0 est croissante, si log M0( f, r)
|(r) pour 0r<R, ou M0( f, r) :=supz # Q n ; |z|r | f (z)| (Q de signant une
clo^ture alge brique du corps des fractions de C).
(b) E nonce des Re sultats
Nous allons maintenant e noncer deux the ore mes renfermant le coeur
commun a toutes les de monstrations de transcendance. Une fois ces
the ore mes de montre s on verra sur des exemples comment les utiliser
pour e tablir la transcendance ou l’inde pendance alge brique de nombres
(Paragraphes 6, 7, et 8). Ainsi, il faut envisager ces deux the ore mes comme
des outils parmi d’autres (lemmes de ze ros, proprie te s d’approximation,...)
de la the orie des nombres transcendants. Nous e nonc ons et de montrons ces
the ore mes dans le cadre le plus ge ne ral que nous avons introduit, ils font
intervenir des fonctions analytiques, des points et des approximations des
valeurs des fonctions en ces points. Les fonctions et les points fournissent
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ce que nous appellerons les parame tres primaires. On postule un choix de
mono^mes en les fonctions et un parcours des points sous la forme d’une
suite de sous-ensembles. Nous introduisons huit parame tres secondaires qui
contro^lent ces choix et les approximations via sept contraintes. Chacun des
the ore mes 1 et 2 montre que sous une condition supple mentaire sur les
parame tres il existe une fonction polynomiale en les fonctions de de part
(supporte e par notre choix de mono^mes) qui s’annule en tous les points
conside re s, c’est l’hypothe se typique d’un lemme de ze ros.
Soient R # R >0 , d, n, L # N*, d>n, |=(|1 , ..., |d) : [0, R[  (R0)d et
f=( f1 , ..., fd) une famille de fonctions analytiques dans B(0, R)n/Cn, fi
e tant de type |i . Soit D/Nd un sous-ensemble fini de cardinal L,
nous noterons D| :=maxh # D(h1|1+ } } } +hd|d) et, si S est un sous-
ensemble fini de Nn_B(0, R)n, nous notons ici fD(S) la matrice
(Dt( f h11 } } } f
hd
d )( y))(t, y) # S, h # D . La taille d’une matrice a coefficients dans A
est simplement la taille de la famille de ses coefficients. On peut penser a
D comme au support d’une fonction auxiliaire potentielle.
Soient U : N  R 0 et ,, $, *, r$, E, N : N  R0 des fonctions, on
suppose qu’il existe une suite (finie ou infinie) d’ensembles <=S0 , S1 ,
S2 , . . . de Nn_B(0, R)n telle que, pour i0,
Cr, r$ : |Si+1 |<r$(i)r(i)<R.
Si la suite est finie (i.e., <=S0 , S1 , ..., Si0) on pose Si=< pour i>i0 .
On suppose en outre qu’il existe une suite d’ensembles ponde re s
S$1 , S$2 , . . . de N_B(0, R) telle que, pour i1,
CN, r : card(S$i)N(i), |S$i |r(i),
CE : E(i)Er(i), r$(i)(S$i) } Hr$(i)(Si+1) } E r(i), r$(i)(S$i)n&1.
Remarque. Si n=1 le terme parasite E r(i), r$(i)(S$i) n’apparai^t pas. Les
ensembles Si e nume rent les points sur lesquels on extrapole tandis que les
ensembles S$i renferment les points a partir desquels on extrapole. En
pratique on a inte re^t a prendre S$i le plus gros possible dans CE (qui
contro^le l’attraction de S$i sur Si+1), mais ce choix est tempe re par les
contraintes CN, r et CU ci-dessous. La contrainte Cr, r$ garantit qu’il est
raisonnable d’appliquer le principe de Schwarz sur la couronne de rayons
r$, r.
Un sous-ensemble fini D/Nd de cardinal L e tant fixe , on suppose qu’il
existe une suite K=K0 , K1 , K2 , . . . d’extensions finies de K et pour tout
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i0, tout _ # Plg(Ki+1 K) et tout x # Si+1 il existe U_(i) # R et mi+1, x #
ALi+1 , ou Ai+1 de signe la clo^ture inte grale de A dans Ki+1 , satisfaisant les
proprie te s suivantes:




et il existe *i+1, x, _ # Q=Frac(C) tel que





+j, y, { } {(mj, y)|&U _(i)
ou +j, y, { # Q de pend de (i, x, _), et pour tout x$ # S$in on a





+$j, y, { } {(mj, y) }
&U_(i)&log(Gr(i), r$(i)(S$i)n Hr$(i)(Si+1))
ou +$j, y, { # Q de pend de (i, x$, _). On suppose enfin que pour tout i0 et
x # Si+1
C, : log T (mi+1, x),(i),
C * : :
_
log max( |_(mi+1, x)|, |*i+1, x, _ | &1)$(i) *(i).
On associe ainsi a tout (i, x) # i1 ([i]_Si) et _ # Plg(KiK) un couple
(*i, x, _ , mi, x), on note MD la matrice forme e des colonnes mi, x lorsque
(i, x) parcourt i1 ([i]_Si).
Remarque. La contrainte CU est duale, elle contro^le simultane ment la
qualite de l’approximation alge brique des points sur lesquels on extrapole
et de l’approximation analytique des points a partir desquels on extrapole.
Ce lien entre les deux approximations est indispensable pour mener a bien
l’extrapolation.
Si pour tout i1 il existe _ # Plg(KiK0) tel que f(x) # _(Adi ) pour tout
x # Si et f((S$i&1)n)/f(Si&1) on peut prendre *i, x, _=1, mi, x # ALi tel que
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_(mi, x)=f D(x), U_#U#+ et, pour _${_, U _$(i&1) le minimum des
quantite s
&log |fD(x$)&_$(mi&1, x$)|&log(Gr(i&1), r$(i&1)(S$i&1)n Hr$(i&1)(Si))
&log |fD(x)&_$(mi, x)|,
pour tout x # Si et x$ # (S$i&1)n. C’est le cas lorsqu’on veut montrer de
la transcendance et on identifiera alors mi, x et fD(x). On peut prendre
e galement dans ce cas *#, gra^ce a l’ine galite de la taille dans A. Pour
e tablir de l’inde pendance alge brique nous expliquons au Paragraphe 5 un
point de vue (largement conjectural) pour construire les approximations
mi, x . Lorsque la suite des ensembles S1 , S2 , ..., Si0 est finie les sept contraintes
sont satisfaites pour ii0 en posant Si+1=S$i=<, Ki+1=K0 ,
U(i)=+, N(i)=r$(i)=r(i)=E(i)=,(i)=*(i)=0 et $(i)=1.
On peut maintenant e noncer le The ore me 1 ou on reprend les notations
et contraintes introduites.
The ore me 1. Soit D/Nd tel que L=card D>$(0) card(S1), alors si
pour tout j1





ou 2j :=(a’+2’0) log(2L)+’0n log max(n, 2N( j)) et 20 :=(a’+’0) log L,
la matrice MD est de rang <L.
Remarque. Les termes 2j doivent e^tre conside re s comme des termes
d’erreur. Lorsque Si=S ni est un ensemble produit et MD =f
D( i1 Si),
l’estimation des ze ros de [14], Paragraphe 2.c, montre que sous la
condition
log Er(i), |S i+1|(S i+1)
&1&’0(n&1) (card(S i+1)+1)&|(r(i))




la matrice MD est de rang maximal card D pour tout D. Ainsi, le the ore me
ci-dessus contient le The ore me 4 de [14] et ses corollaires. On y a $=1,
|1= } } } =|d , ,(i) y est de la forme h8(i)+}(m(i)), h refle tant la
de pendance en D=[: # N*; :1+ } } } +:dh].
Nous allons maintenant e noncer le The ore me 2 ou on suppose que la
suite d’ensembles est re duite a <=S0 , S1 . Soient donc S/Nn_B(0, R)n,
r$, r, ,, $, * des re els 0 et U # R 0 . On suppose Cr, r$ (pour i=0) et qu’il
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existe une extension finie K1 de K et pour tout x # S, _ # Plg(K1 K) des
e le ments U_ # R , mx # AL1 et *x, _ # Q satisfaisant C$ , C, , C * (pour i=0)
ainsi que la condition C$U suivante:
C$U : :
_
U _=$U et log |f D(x)&*x, _ } _(mx)|&U_.
On note MD =(mx)x # S .
The ore me 2. Soit D/Nd tel que L=card D>25n, si
C2: 12 } min((, U)>a,+*+(a’+’0) log(2L)
ou ( :=(1$) } (2&5nL1n log(rr$)&#(D|(r)&m(S) log(r&’0r$))) avec #=1
ou 2 selon que D|(r)m(S) log(r&’0r$) ou non, la matrice MD est de
rang <L.
Le The ore me 1 sera utilise dans les situations avec ou sans lemme de
ze ros effectif, tandis que le The ore me 2 n’interviendra qu’avec un lemme de
ze ros effectif pour les fonctions f1 , ..., fd . On notera que les contraintes
s’e crivent uniquement pour i=0 dans le The ore me 2, les contraintes CN, r ,
CE sont sans objets et la contrainte CU est e galement simplifie e en C$U .
Enfin, pour la transcendance nous avons vu dans la remarque pre ce dente
que la contrainte C$U est trivialement satisfaite.
(c) Un ‘‘algorithme’’ pour la transcendance
Les the ore mes 1 et 2 renferment ce qu’on peut appeler la me thode
de transcendance (qui correspond a la construction-extrapolation des
de monstrations traditionnelles de transcendance). La conclusion sur le
rang de la matrice MD est l’hypothe se d’un lemme de ze ros, tandis que la
ne gation des conditions C1 et C2 fournit une majoration de U. Un lemme
de ze ros asymptotique peut e^tre suffisant lorsqu’on dispose de beaucoup de
bonnes approximations (par exemple, si on peut prendre U#+), mais
un lemme de ze ros effectif permettra d’obtenir des mesures d’approximation
des valeurs de nos fonctions par des nombres alge briques. Nous verrons au
Paragraphe 5 comment de telles mesures, combine es a des proprie te s
d’approximation ge ne rales, minorent le degre de transcendance des corps
engendre s par les valeurs de ces fonctions.
Nous allons de crire ici comment le The ore me 1 fournit un algorithme
pour e tablir la transcendance de valeurs de fonctions analytiques f1 , ..., fd .
De fac on ge ne rale, on veut montrer que des fonctions analytiques sur Cn
ne prennent pas des valeurs dans l’anneau diophantien A en certains
points. On commence par recenser toutes les fonctions analytiques et
l’ensemble ponde re S sur lequel ces fonctions prennent des valeurs alge bri-
quement de pendantes des valeurs conside re es. Lorsqu’on suppose tous les
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e le ments de f(S) entiers sur A, on identifie ces valeurs avec leurs
approximations ce qui permet de prendre U#+ et *#, (cf. premie re
remarque de la section pre ce dente). Ceci donne a, d, n, R, et |. Re sumons
les parame tres dans un tableau:
et les contraintes mentionne es dans le tableau:
On utilise le The ore me 1 et l’on doit donc satisfaire de plus la condition
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ou
L=card D>$(0) card S1
et
2i=(a’+2’0) log(2L)+’0n log max(n, 2N(i)).
Supposons n=1, le proble me de licat est bien su^r la de termination de D
et le parcours de S. On ordonne D par la longueur des e le ments de Nd
raffine e par un ordre lexicographique convenable. Chaque ensemble Si est
re duit a un point et on ajoute ainsi un a un les points de S dans un ordre
pre cis, dans la pratique on pourra souvent prendre S$i= ij=1 Sj . Pour
deviner cet ordre optimal, remarquons que pour x # S, rr$|?(x)| et
S1 , S$/S la condition
Ax(r, r$, S$)>B(S1)
ou
Ax(r, r$, S$) :=
&log Er, r$(S$)&log Hr$(x)&D|(r)
$(x)
&(a+1) ,(x)






((a+1) ,( y)+(a’+’0) log L)
est la contrainte C1 du The ore me 1.
Pas 1. On ordonne l’ensemble S de fac on re cursive. Si on a x1 O
x2 O } } } Oxi alors xi+1 est choisi de multiplicite minimale dans
S"[x1 , ..., xi] tel que, pour tout y # S"[x1 , ..., xi],
A(xi+1) := sup
R>rr$|?(xi+1)|
Axi+1(r, r$, S$i) sup
R>rr$|?( y)|
Ay(r, r$, S$i)
ou S$i=[x1 , ..., xi]. De cette fac on on est assure que A(xi+1) est maximal
par rapport a l’arrangement de S. On en de duit les valeurs de r$(xi+1) et
r(xi+1).
Pas 2. Il reste a initialiser l’algorithme. On pose S (0)1 =[x # S ;
A(x)0], puis par re currence, si card S ( j)1 <L, S
( j+1)
1 =[x # S ; A(x)
B(S ( j)1 )]. S’il advient card S
( j)
1 L pour un j on augmente D et on recommence





pour i1, Si+1 :=[xi+i0]. S’il advient A(xi+i0)B(S1) pour un i1 on
augmente D et on recommence le pas 1.
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Pas 3. Si les pas 1 et 2 peuvent e^tre acheve s pour un D de cardinal
fini alors les hypothe ses du The ore me 1 sont satisfaites et la matrice MD
est de rang <card D. On en de duit que les e le ments de f(S) satisfont une
relation de de pendance alge brique sur A supporte e par les mono^mes de D,
a moins qu’on puisse assurer que la matrice D est bel et bien de rang
card D auquel cas l’hypothe se f(S) alge brique sur A est mise en de faut.
3. OUTILS
(a) Principe de Schwarz Approche
Nous devons e tendre le principe de Schwarz e nonce dans [14] en un
principe de Schwarz approche , ou les fonctions prennent des petites valeurs
(pluto^t que de s’annuler) sur un ensemble ponde re . Nous conside rons ici
des ensembles produits de Cn et commenc ons par un lemme. Rappelons
que nous utilisons les fonctions .y, r(z) :=(z& y)(1&(zy r2))’0 ou y # B(0, r).
C’est une fonction analytique dans B(0, r) qui satisfait M0(.y, r ; r$)
r } Er, r$( y) si r$r et si | y|<|z|=r alors |.y, r(z)|=r. Nous adoptons la
notation abre ge e z=(z1 , ..., zn), r=(r1 , ..., rn), . . ..
Lemme 3. Soient U # R , F # R>0 , f une fonction analytique dans
B(0, R1)_ } } } _B(0, Rn) et, pour i=1, ..., n, 0<r$iri<Ri des re els et Si un
ensemble ponde re de support dans B(0, ri). Alors, pour y # Supp Sn on a
f (z)=c(z1 , ..., zn&1)+ g(z) } .y, rn(zn)
ou c est une fonction analytique dans B(0, R1)_ } } } _B(0, Rn&1), g est
analytique dans B(0, R1)_ } } } _B(0, Rn) et
M0(c ; r1 , ..., rn&1)M0( f ; r), M0(g ; r)
M0( f &c ; r)
rn
,




De plus, si (t, z) # Nn_B(0, r1)_ } } } _B(0, rn), F Fzn( y) et
F &i } |D(t1, ..., tn&1, i) f (z)|2
&U
pour i=0, ..., tn , alors
D(t1, ..., tn&1)c(z1 , ..., zn&1)2
&U
F &i } |D(t1, ..., tn&1 , i)g(z)|2
&U } (F +2’0 | y|r2n)
pour i=0, ..., tn si y{zn et i=0, ..., tn&1 si y=zn .
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De monstration. La premie re partie de l’e nonce de coule du Lemme 1 de
[14], pour la dernie re on a Dt$c(z$)=D(t$, 0) f (z$, y) ou t$=(t1 , ..., tn&1),
z$=(z1 , ..., zn&1) ce qui montre l’assertion sur c et qu’il suffit de traiter le
cas n=1. On se place dans ce cas, on note r :=r1 , S :=S1 , z :=z1 , . . . et




Di (g.y, r)(z) } Dt&i.&1y, r(z)
ou t$=t si z{ y et t$=t+1 si z= y (on remarque dans ce dernier cas que
g.y, r( y)=0). On de veloppe 1.y, r au voisinage de chaque point de Supp S
et on ve rifie que, si z{ y, D0.&1y, r(z)=(1&(| y|r)
2)’0(z& y)&’0( y r2) et
Dj .&1y, r(z)=&(1&(| y|r)
2)’0( y&z) j+1 ( j1), tandis qu’au voisinage de
y on a .&1y, r(z$)=(1&(| y|r)
2)’0(z$& y)&’0( y r2) et on pose D&1 .&1y, r( y)
=(1&(| y|r)2)’0, D0.&1y, r( y)=&’0y r
2 et Dj.&1y, r( y)=0 ( j1). On en























Mais 1&(| y|r)21, g.y, r= f&c et donc, lorsque ’0=1 (le cas ’0=0




F &i } \ | y&z|2 +
t&i+1
}













2t+1+ } 2&U } F +
2 | y|
r2
2&U=2&U } (F +2 | y|r2)
si y{z car F &1Fz( y)&1| y&z|2 et |( f &c)(z)|2 | f (z)| dans ce cas,
et par





} F &t } |Dt( f &c)(z)|2&U } (F +2 | y|r2)
si y=z, car ( f &c)(z)=0 dans ce cas. K
Si Sn=[x1 , ..., xN] est ordonne comme dans la de finition de Grn , r$n(Sn) et







.yj , rn } ci+ ‘
m
j=1
.yj , rn } gm ,
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ou les fonctions ci sont analytiques dans B(0, R1)_ } } } _B(0, Rn&1) et gm
est analytique dans B(0, R1)_ } } } _B(0, Rn). On en de duit, si ’0=1,






rn Ern , r$n( yj) } M0(ci , r$)+r
Nn
n Ern , r$n(Sn) } M0(gNn , r$).
Le Lemme 3 fournit e galement les majorations
M0(cm , r)M0(gm&1 , r)
M0(gm&2 , r)+M0(cm&1 , r)
rn









ce qui conduit a M0(cm , r)(2rn)m&1 } M0( f, r), lorsque ’0=1. Dans le
cas ’0=0 on ve rifie
M0( f, r$)
 max
i=1, ..., Nn\ ‘
i&1
j=1
rn Ern , r$n( yj) } M0(ci , r$) ; r
Nn
n Ern , r$n(Sn) } M0(gNn , r$)+ ,
et M0(cm , r)M0( f, r)rm&1n .
De me^me, pour (t$, z$) # S1_ } } } _Sn&1 ,
|Dt$cm(z$)||D(t$, 0) gm&1(z$, ym)|.
Rappelons qu’on note S ( j)n =[xj , ..., xN], gra^ce au Lemme 3 avec
F =Fzn(Sn"S
( j)














pour tout (t, z) # S1_ } } } _Sn&1 _S (m)n de s que f prend des valeurs 2
&U
sur S1_ } } } _Sn . Ainsi, sous cette hypothe se, cm prend des valeurs
2&U } >mj=2 (Fym(Sn"S
( j)




n) sur S1_ } } } _Sn&1.
Principe de Schwarz approche . Soient U # R , f une fonction analyti-
que dans B(0, R1)_ } } } _B(0, Rn) et, pour i=1, ..., n, 0<r$iri<Ri des
re els et Si un ensemble ponde re de support dans B(0, ri) et de cardinal Ni1.
On suppose que f prend des valeurs 2&U sur S1 _ } } } _Sn , alors
M0( f ; r$){2
&U } G+M0( f ; r) } E
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ou on a pose G :=>ni=1 ((2Ni)







2Nj E rj , r$j (Sj)+ } Eri r$i (Si)
max
i=1, ..., n
(Eri , r$i (Si))
si ’0=1
si ’0=0.
De plus, si y # B(0, r$1)_ } } } _B(0, r$n) et t # Nn, on a






} M0( f ; r$).
De monstration. On proce de par re currence sur n, pour n=0 la fonction
f est une constante et le re sultat est clair. Traitons le cas ’0=1, le cas
’0=0 e tant similaire et plus simple. E crivons Sn=[x1 , ..., xNn] ou les
xi=(ti , yi) sont ordonne s comme dans la de finition de Grn , r$n(Sn), et
S (i)n =[xi , ..., xNn]. On a, d’apre s la remarque pre ce dant l’e nonce ,





rn Ern , r$n( yj)+ } M0(ci , r$).
Mais
M0(gNn , r$)M0(gNn , r$1 , ..., r$n&1 , rn)

M0(gNn&1, r$1 , ..., r$n&1, rn)+M0(cNn , r$)
rn















n Ern , r$n(Sn)+ ‘
i&1
j=1
rn Ern , r$n( yj)+ } M0(ci , r$)





rnErn , r$n( yj)+ } M0(ci , r$).






n), d’apre s la remarque
pre ce dant l’e nonce ci prend des valeurs 2&U } Gi sur S1_ } } } _Sn&1 et
on a M0(ci , r)(2rn) i&1 } M0( f, r). Utilisant l’hypothe se de re currence, on
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applique le principe de Schwarz approche en n&1 variables a chacune des
fonctions ci , et on obtient
M0(ci , r$)2&U } Gi } G$+M0( f, r) } \ 2rn+
i&1
} E$
ou E$ et G$ de signent les quantite s analogues a E et G respectivement pour
S1 _ } } } _Sn&1 . On a donc, e tant donne que >i&1j=1 2Ern , r$n( yj)E rn , r$n(S$n)
et >i&1j=1 rnErn , r$n( yj) } GiGrn , r$n(Sn),
M0( f, r$)M0( f, r) } (Ern , r$n(Sn)+2Nn E rn , r$n(S$n) } E$)
+2&U } (2NnGrn , r$n(Sn) } G$)
ce qui ache ve d’e tablir la re currence, car 2NnGrn , r$n(Sn) } G$=G et Ern , r$n(Sn)
+2NnE rn , r$n(S$n) } E$ =E. Enfin, on e crit
|Dt f ( y)|My( f, r$1&’0 | y1 |, ..., r$n&’0 | yn | ) } ‘
n
i=1
(r$i&’0 | yi | )&ti
M0( f, r$) } ‘
n
i=1
(r$i&’0 | yi | )&ti. K
Remarque. Si S1= } } } =Sn=S, r1= } } } =rn=r et r$1= } } } =r$n=r$ on
a G=((2N)’0 } Gr, r$(S))n et En’0(2NE r, r$(S))(n&1) ’0 } Er, r$(S).
(b) De terminants d ’Interpolation
Soient U # R , 0<r$r<R, f=( f1 , ..., fL) des fonctions analytiques dans
B(0, R)n de types | et M une matrice L_L a coefficients dans C. On
note m1 , ..., mL les colonnes de M, pour 1lL et I/[1, ..., L] de
cardinal l on note mIi le vecteur de C
l de duit de mi en ne retenant que les
composantes d’indices dans I, et on pose
Ml, I=Det(m
I




















Ainsi gl, I est une fonction analytique dans B(0, R)
n. Soient S/Nm_
B(0, r$)n un ensemble et S$/N_B(0, r) un ensemble ponde re de cardinal
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N, on suppose qu’il existe xl # S, m$l # Qm1+ } } } +Qml&1 (ou Q=Frac(C))
satisfaisant |ml+m$l&f(xl)|2
&U et pour tout x$ # S$n qu’il existe
m$ # Qm1+ } } } +Qml&1 satisfaisant |m$&f(x$)|2
&U } (Gr, r$(S$)n_
Hr$(S))&1. On reprend enfin les quantite s G et E apparaissant dans le principe
de Schwarz de la section pre ce dente et attache es a l’ensemble ponde re S$.
Lemme 4. Avec les notations et les hypothe ses ci-dessus on a
|Ml |(2L)
2’0 max((2N)’0n 2&U, E } Hr$(S) } 2|(r)) } |Ml &1|,
|Ml |L
2’0 } |ml | } |Ml&1 |.
De monstration. Soit I/[1, ..., L] de cardinal l, on remarque d’abord
qu’avec notre hypothe se sur les e le ments de S$n la fonction gl, I prend des
valeurs infe rieures a




sur S$n. Le principe de Schwarz approche permet d’e crire, lorsqu’on
l’applique avec S$,
M0(gl, I , r$)





M0(gl, I , r)L




et G } Gr, r$(S$)&n=(2N)’0n. En substituant ml+m$l a ml dans Ml, I on
obtient une matrice M l, I de me^me de terminant que Ml, I , de veloppant
alors M l, I& gl, I(xl) par rapport a la l-ie me colonne on trouve que |Ml, I |
est majore par
M0(gl, I , r$) } Hr$(S)+L




max(M0(gl, I , r$) } Hr$(S), L
’0 } 2&U } max
J/I
card J=l&1
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On en de duit
|Ml, I |(4L)




On a aussi la majoration banale
|Ml, I |L




en de veloppant Ml, I par rapport a la l-ie me colonne. Le re sultat en






|Ml&1, J |L :
J
|Ml&1, J |=L |Ml&1 |. K
Le Lemme 4 servira a de montrer le The ore me 1, pour le The ore me 2
nous utiliserons une autre majoration des de terminants d’interpolation.
Soient maintenant x1 , ..., xL des e le ments de S/Nn_B(0, r$)n, pour
I, J/[1, ..., L] de me^me cardinal l on pose
gI, J (z)=Det(fI (zxj)) j # J ,
c’est une fonction d’une variable analytique dans B(0, Rmax1lL |xl | ).
Et si r1=rmax1lL |xl | on a M0(gI, J , r1)l!
’0 } max1 jL M0( fj , r)l }
(r&’0r$)&m(S) l .
Lemme 5. Avec les notations du de but du paragraphe, supposons L25n
et qu’il existe un ensemble ponde re S/Nn_B(0, r$)n tel que pour tout
l=1, ..., L il existe xl # S satisfaisant |ml&f(xl)|2
&U. Alors, en notant
X=\r$r +
2&6nL1n





|ML |(2L)’0L } max \2&UL2 } ‘
L
l=1
max(1, |ml | ), X
L+ ,




De monstration. La seconde majoration est banale en de veloppant |ML |.
Pour la premie re, si 2&U>1 elle de coule de la seconde, nous supposons
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dons 2&U1. E crivons chaque ml pour 1lL sous la forme ml=
f(xl)+(ml&f(xl)) et de veloppons le de terminant ML , on obtient
|ML | :
I/[1, ..., L]
(L’0 2&U)card I } max




J, J$/[1, ..., L]
card J=card J$=l
((L’02&U)L&l } | gJ, J$(1)| ).
Soit J, J$ de cardinal l re alisant le maximum ci-dessus, on a |ML |
2’0L(L’02&U)L&l } | gJ, J$(1)| et comme xj # S est de support dans B(0, r$)n
on a, avec r$1=r$max1 jL |xj | et r1=rmax1 jL |xj |,
| gJ, J$(1)|M0(gJ, J$ , r$1),
M0(gJ, J$ , r1)l!’0 max
1 jL
M0( fj , r)l } (r&’0r$)&m(S) l .
On ve rifie par des manipulations de lignes que gJ, J$ est e gale au de termi-
nant d’une matrice constitue e de lignes de fonctions ayant un ordre >t$j
( j=1, ..., l) a l’origine ou t$j est de fini par ( t $j+nn )= j. La fonction gJ, J$ a
donc un ze ro d’ordre >tl=t$1+ } } } +t$l en l’origine, le principe de
Schwarz montre alors
| gJ, J$(1)|M0(gJ, J$ , r$1)
\r$r +
tl
} M0(gJ, J$ , r1)
l!’0 } \r$r+
tl
} 2l|(r) } (r&’0r$)&m(S) l ,
car r$1 r1=r$r. On ve rifie t$j(n!j)1n&n d’ou tl(n
2e(n+1)) l1+1n&nl.
E crivant f(xj)=mj+(f(xj)&mj) on montre aussi
| gJ, J$(1)|l!’0 } :
J1/J





max(1, |mj | ),
car 2&U1. On distingue selon que l<L2 ou lL2, dans le premier cas
on e crit | gJ, J$(1)|(2l)’0l >j # J max(1, |mj | ) tandis que dans le second
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cas on a | gJ, J$(1)|l!’0 } (r$r) tl } 2l|(r) (r&’0r$)m(S) lL’0lX L car
lL225n&1 et donc tl2
&6nL1+1n. On peut donc enfin e crire
|ML |{(2L)
’0L } 2&UL2 } ‘
L
j=1
max(1, |mj | ) si l<L2
K
(2L)’0 L } XL si lL2.
Terminons ce paragraphe par un lemme simple qui jouera un ro^le
important dans les de monstrations des the ore mes 1 et 2.
Lemme 6. Soit K une extension finie du corps des fractions K0 de A, on
note $=[K : K0]s . Si pour tout _ # Plg(KK0) on a
X_max(a_ , b) et X_c_
ou X_ , a_ , b, c_ sont des quantite s re elles positives alors
‘
_
X_max \‘_ a_ , b } ‘_ max(1, c_)+max \‘_ a_ , b+ } ‘_ max(1, c_).
De monstration. Si pour tout _ on a a_b alors >_ X_>_ a_ . Sinon
il existe _ # Plg(KK0) tel que a_<b, on majore X_ par b et pour les autres
plongements on majore X_$ par c_$ . Ainsi >_$ X_$b } >_$ max(1, c_$),
dans ce cas. K
4. DE MONSTRATION DES THE ORE MES
(a) De monstration du The ore me 1
On reprend les notations du Paragraphe 2.b. On a des fonctions f1 , ..., fd
analytiques dans B(0, R)n, une suite S1 , S2 , . . . de sous-ensembles de
Nn_B(0, R)n, une suite S$1 , S$2 , . . . d’ensembles ponde re s dans N_B(0, R)
et une suite K1 , K2 , . . . d’extensions finies de K. Nous notons K 0 la clo^ture
alge brique de K0 dans une clo^ture alge brique du corps des fractions de C.
Suivant la me thode de M. Laurent, conside rons un de terminant d’inter-
polation de mono^mes en les fonctions fi . Plus pre cise ment, on ordonne
(arbitrairement) Si et on munit i # N([i]_Si) de l’ordre lexicographique
suivant
(i, x)P (i $, x$)  i<i $ ou (i=i $ et xPx$).
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On a D/Nd et supposons la matrice MD de rang maximal L=card D>
$(0) card S1 , soit (i1 , x1)P } } } P (iL , xL) minimaux pour l’ordre lexico-
graphique sur (i # N[i]_Si)L de sorte que pour l=1, ..., L la matrice
(_(mil$, xl$))l$=1, ..., l ; _ # Plg(Kil $ K0)
soit de rang l. Pour l=1, ..., L on choisit _l # Plg(K il K0) tel que la
matrice
M l=(_l$(mil $, xl$))l$=1, ..., l
soit de rang l.
Soit 1=l0<l1< } } } <l}<l}+1=L+1 la suite d’indices telle que
ilk&1=ilk&1<ilk pour k=1, ..., }. Remarquons que _lk&1 , ..., _lk&1 ont e te
choisis dans Plg(K ilk&1 K0) tels que la matrice M lk&1 soit de rang lk&1.
Pour tout {=({1 , ..., {}) dans le groupe de Galois G de la clo^ture se parable
de K0 dans K 0 on notera M{l le vecteur des mineurs de la matrice M
{
l
de duite de M l en substituant {k$_lk$&1 , ..., {k$_lk$&1 a _lk$&1 , ..., _lk$&1 pour
k$<k et {k_lk&1 , ..., {k _l a _lk&1 , ..., _l , respectivement. La matrice M
{
lk&1
est encore de rang lk&1. En effet, pour k=1, ..., } le sous-espace de K L0
engendre par les colonnes de la matrice M lk&1 est stable par G. En
particulier, pour l=lk&1 , ..., lk&1, tout _(mj, x) (1 j<ilk&1 , x # Sj ,
_ # Plg(KjK0)) est combinaison line aire des colonnes de M {l&1. Pour j1
on identifiera chaque e le ment de Plg(KjK0) a un e le ment de G en fixant
un plongement de Kj dans K 0 . Enfin, pour plus de commodite nous posons
jk=ilk&1&1.
Soient l # [lk&1, ..., lk&1] et {=({1 , ..., {k), {k$ # Plg(Kilk$&1 K0), d’apre s
le Lemme 4 applique aux matrices M {l Diag(*i1 , x1 , {1_1 } } } *il , xl , {k _l) avec
S$=S$jk , U=U
{k_l( jk), on a




22jk&a’ log L&min($( jk) 0k , U
{ k _ l ( jk))









} (log E( jk)+D|(r( jk)))
2jk=(a’+2’0) log(2L)+’0((n&1) log(2N( jk))+log max(n, 2N( jk))).
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En effet, la condition CU garantit que les hypothe ses du Lemme 4 sont





2$( jk)(2jk&a’ log L)&min($( jk) 0k , {k U
{ k _ l( jk))
_‘
{k
max(1, |*il , xl , {k _l } {k _l(mil , xl)| )
|*il , xl , {k_l |
2$( jk)(2jk&a’ log L+*( jk)&min(0k , U( jk)))
d’apre s le Lemme 6, applique avec




l&1 |) } 2
a’ log L&2jk ,
a_=2&U














max(1, |*il , xl , {k _l } {k _l(mil , xl)| )
|*il , xl , {k _l |
=‘
_
max(1, |*il , xl , _ } _(mil , xl)| )
|*il , xl , _ |
















ou les produits sont e tendus a {k$ # Plg(K ilk$&1 K0) pour k$=1, ..., } on














(L’0 } 2*(0))l1&1 . (1)
On proce de maintenant a la majoration arithme tique. E crivant
M= :
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(L’ } 2,( jk))lk&lk&1 .








(L’ } 2,( jk))&a(lk&lk&1) ,




(lk&lk&1)(min(0k , U( jk))&a,( jk)&*( jk)&2jk)
$(0) card S1(a,(0)+*(0)+20)
car le nombre l1&1 d’indices l tels que il=1 est majore par $(0) card S1 .
Comme }+1k=2 (lk&lk&1)=L+1&l1L&$(0) card S1 on en de duit
l’existence d’un indice k2 tel que





Ainsi, si MD est de rang L on a montre , en posant j= jk=ilk&1&11,
qu’on ne peut avoir C1 , ceci de montre le The ore me 1.
(b) De monstration du The ore me 2
On reprend les notations du Paragraphe 2.b. On a des fonctions f1 , ..., fd
analytiques dans B(0, R)n, 0<r$r<R et un ensemble ponde re S.
Suivant la me thode de M. Laurent, conside rons le de terminant d’inter-
polation suivant. Supposons qu’on ait D/Nd tel que la matrice M D soit
de rang maximal L=card D>25n, on choisit x1 , ..., xL # S tels que
M=Det(mxl)l=1, ..., L {0.
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On commence par majorer |_(M)| pour _ # Plg(KK0) avec K=K1 . Les
contraintes Cr, r$ et C$U permettent d’appliquer le Lemme 5 a la matrice
_(M) Diag(*x1 , _ } } } *x L , _) avec U
_, il vient






max(1, |*xl , _ } _(mxl)| ),




max(1, |*xl , _ } _(mxl)| ),
ou X=(r$r)2&6nL1n } max(2D|(r)(r&’0 r$)m(S), - 2D|(r)(r&’0r$)m(S)).
Comme X ne de pend pas de _, on de duit du Lemme 6, avec $=[K : K0]s ,
a_=2&U
_L2, b=XL, c_=1 et X_=|_(M)| } (2L)&’0L } >Ll=1 ( |*xl , _ |
max(1, |*xl , _ } _(mxl)| ))
‘
_ # Plg(KK0)






max(1, |*xl , _ } _(mxl)| )
|*xl , _ |
,




|_(M)| 1$(2L)’0L } max(2&U2, X1$)L } 2*L
2L(2&a’ log L+*&(12) min((, U)) , (2)
ou
2=(a’+’0) log(2L),
(=(&2$) log X=(2$)(2&6nL1n log(rr$)
&(#2)(D|(r)&m(S) log(r&’0r$))),
#=1 ou 2 selon que D| ( r ) m(S) log(r&’0r$) ou non, et en utilisant la
contrainte C * .
On proce de maintenant a la majoration arithme tique. E crivant
M= :
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une estimation pour chaque valeur absolue composant la taille T de A
donne, avec la contrainte C, , la majoration
T (NormeKK0(M))





En utilisant l’ine galite de la taille dans A on obtient
|NormeKK0(M)|
1[K : K0](L’ } 2,)&aL,
et, en comparant avec la majoration analytique (2), on a
1
2 } min((, U)a,+*+2.
Ainsi, si MD est de rang L on a montre qu’on ne peut avoir C2 , ce qui
de montre le The ore me 2.
5. PROPRIE TE S D’APPROXIMATION
Pour e tablir la transcendance ou l’inde pendance alge brique de valeurs de
fonctions analytiques a partir des the ore mes 1 et 2 on proce de comme
suit (cf. Paragraphe 2.c). On recense toutes les fonctions analytiques et
l’ensemble ponde re sur lequel ces fonctions prennent des valeurs alge bri-
quement de pendantes des valeurs conside re es. Les parame tres primaires n,
R, d, et | sont ainsi fixe s. Le choix crucial est l’ensemble D et la fac on dont
on parcourt les points, c’est-a -dire la de termination des ensembles Si . Ce
choix effectue fournit les parame tres secondaires r$, E, N qu’on comple te
par r. Pour la transcendance, cela de termine e galement ,, $, * et on a
U=+. Pour l’inde pendance alge brique, il faut trouver a priori les
approximations alge briques. Pour ce faire il suffit d’approcher une base de
transcendance du corps engendre par les valeurs conside re es et a partir de
la on raisonne par l’absurde. Lorsque le degre de transcendance de ce corps
est suppose e gal a 1 (i.e. lorsqu’on veut de montrer l’inde pendance alge brique
d’au moins deux nombres) le principe des tiroirs permet, sous une
hypothe se de compacite locale de l’anneau C, de construire des approxima-
tions. La ge ne ralisation aux degre s de transcendance supe rieurs conduit,
dans le cas classique A=Q, a plusieurs proble mes inte ressants que nous
exposons ci-dessous. Enfin, les approximations e tant trouve es il faut fixer D
tel que la matrice MD soit de rang maximal, et on peut pour cela utiliser
un lemme de ze ros en liaison avec le The ore me 2 ou une estimation
asymptotique en liaison avec le The ore me 1.
Si K est un corps de nombres, on note dans la suite Dist, d et t les
distances, degre et taille logarithmique des sous-varie te s alge briques de Pn ,
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de finies sur K (cf. [13]). Si Z est un cycle de Pn irre ductible et re duit,
de fini sur K, de dimension ze ro, d(Z) est le nombre de points de Z
(compte s avec multiplicite s) et, dans les notations du Paragraphe 2
t(Z)d(Z)=log T ( y)=: t( y) pour tout y # Z et, pour x # Pn(C), Dist(x, Z)
est le produit des distances de x aux points de Z. On posera aussi d( y) :=d(Z)
et pour un point x # Pn(C) et un cycle Z quelconques dist(x, Z)=
miny # Z Dist(x, y), par exemple si Z est re duit a un point y on aura dist(x, y)
=Dist(x, y).
Proble me 7. Soient 0<rk, K un corps de nombres et x # Pn(C)
appartenant a une sous-varie te alge brique V de Pn de dimension k1,
de finie sur K. Existe-t-il un re el c>0 et une infinite de cycles Z de dimen-
sion k&r, de finis sur K et satisfaisant
(a) log Dist(x, Z)<&ct(Z)(k+1)r?
(b) log dist(x, Z)<&ct(Z)(k+1)r?
On remarquera qu’une re ponse positive au Proble me 7(b) entrai^ne une
re ponse positive au Proble me 7(a) car Dist(x, Z)(n+1)4d(Z) dist(x, Z).
Le Proble me 7(b) est a rapprocher de la conjecture 1.7 de [19], qui
demande en plus de se parer de fac on particulie re taille et degre (voir [17]
pour une autre fac on de se parer taille et degre ).
Dans la situation particulie re des groupes alge briques commutatifs on
peut se demander s’il est possible de construire de meilleures approxima-
tions.
Proble me 8. Soient G/Pn un groupe alge brique commutatif de
dimension g et . un sous-groupe a un parame tre, de finis sur un corps de
nombres K. Si x # im . appartient a une sous-varie te alge brique de G de
dimension k1, de finie sur K, 0<rk, existe-t-il un re el c>0 et une
infinite de cycles Z de dimension k&r, de finis sur K et satisfaisant
log Dist(x, Z)<&ct(Z) gr ?
Le Proble me 7(a) a une re ponse positive pour r=1, 2, 3, et me^me sous
une forme plus forte. Le Proble me 7(b) a une re ponse positive pour
k=r=1 ou 2 (voir Proposition 9 et [17]). On ve rifie en ge ne ral qu’il suffit
de traiter le cas n=k. En effet, toute sous-varie te V de Pn de dimension k
se projette surjectivement sur un sous-espace line aire de dimension k.
Identifiant ce sous-espace line aire avec Pk les proble mes 7 ou 8 dans Pk
fournissent des cycles approchant l’image de x dans Pk , les images inverses
de ces cycles dans Vn re pondent alors au Proble me 7 et 8 respectivement
dans la sous-varie te V de Pn , les ‘‘constantes’’ de pendant du choix de la
projection de V sur Pk .
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On remarque e galement que, sous les hypothe ses du crite re pour
l’inde pendance alge brique de [13], The ore me 2.11, le Lemme 2.14 de cette
re fe rence fournit pour tout H assez grand un cycle Z de dimension ze ro,
de fini sur K, tel que t(Z)c$ } Hk et log Dist(x, Z)&c$&1 } H } t(Z) ou c$
ne de pend que de n et V.
Proposition 9. Sous les hypothe ses du Proble me 7, il existe un re el
C1 tel que si r # [1, 2, 3] alors pour tout H # N* il existe un cycle ZH
irre ductible, de dimension k&r incomple tement de fini sur Q par des formes
de tailles CH, satisfaisant
log Dist(x, ZH)&t(ZH) } Hk&r+1C.
On a en particulier, t(ZH)(CH)r. Si k=r # [1, 2] on a de plus
log dist(x, ZH)&t(ZH) } HC3.
Nota Bene. Nous donnons ici une de monstration e le mentaire de cette
proposition lorsque k=r # [1, 2] pour la premie re partie (resp. r=1 pour
la second partie). La preuve du cas r=3 (resp. k=r=2) ainsi qu’un
raffinement des estimations fait l’objet de [17].
De monstration. On suppose sans perte de ge ne ralite n=k et on note
c1 , c2 , . . . des re els >0 qui ne de pendent pas de H. Pour r=1, la premie re
partie de l’e nonce re sulte facilement du principe des tiroirs. Si x # Ck,
|x|1 et H assez grand, il existe un polyno^me irre ductible P # Z[X1 , ..., Xk]
tel que |P(x)|<((k+1)d%PM(P))&c1Hk, d%P<H et H(P)(k+1)2H (M(P)
et H(P) de signent respectivement la mesure de Mahler et la hauteur de P).
Le polyno^me P de finit un cycle Z=ZH de Pk rationnel, de dimension
k&1, de taille t(Z)=log M(P)+d%Pc2H et satisfaisant log Dist(x, Z)
log |P(x)|&c3 t(Z) Hk&c4 t(Z)k+1. D’apre s la proprie te de line arite
des fonctions log Dist(x, } ) et t( } ) on en extrait un cycle irre ductible ZH
satisfaisant l’e nonce .
Pour r=2 et pour tout H # N* on construit comme pre ce demment par
le principe des tiroirs un cycle Z1 irre ductible de codimension 1, rationnel,
satisfaisant t(Z1)c2 H et log Dist(x, Z1) &c3 t(Z1) } Hk. Le nombre de
formes de tailles H deux a deux distinctes modulo l’ide al (principal) de
de finition de Z1 est c5 t(Z1) } Hk, on re utilise le principe des tiroirs
pour construire un cycle Z2 de codimension 1, rationnel, satisfaisant
log Dist(x, Z2)&c6t(Z1) } Hk, t(Z2)c7H et ne contenant pas Z1 . Le cycle
intersection Z=Z1 } Z2 est de dimension k&2, rationnel, satisfaisant
t(Z)c8 t(Z1) t(Z2)c9H2 et log Dist(x, Z)&c10t(Z1) } Hk&c11t(Z)
} Hk&1&c12t(Z)(k+1)2 (cf. [13], Lemme 2.1 et Corollaire 2.3). Comme
pre ce demment on en extrait un cycle irre ductible ZH satisfaisant l’e nonce .
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Reprenons le cas k=r=1, et notre re el C, si le cycle Z=ZH construit
pre ce demment satisfait log dist(x, Z)&t(Z) HC3 on construit comme
dans le cas r=2 un cycle Z$ de codimension 1 rationnel, satisfaisant
t(Z$)HC43, log Dist(x, Z$)&t(Z) HC3 et ne contenant pas Z. On a
alors Dist(x, Z$)Dist(x, Z), et comme Z$ ne contient pas Z on obtient en
intersectant Z et Z$ gra^ce a [13], Proposition 2.5,
t(Z) HC&log Dist(x, Z)c13t(Z) t(Z$)c13 t(Z) HC43
en contradiction avec le choix de C assez grand. K
La forme sous laquelle nous avons montre la Proposition 9 conduit a
poser la variante suivante (plus forte) du Proble me 7.
Proble me 10. Sous les hypothe ses du Proble me 7, existe-t-il des re els
c, C>0 et pour tout H # N* un cycle ZH de dimension k&r, de fini sur Q,
satisfaisant t(ZH)<(CH)r (ou mieux incomple tement de fini sur Q par des
formes de tailles <CH) et
(a) log Dist(x, ZH)< &ct(ZH) } Hk&r+1?
(b) log dist(x, ZH)< &ct(ZH) } H k&r+1?
On notera que la discussion ci-dessus s’applique non seulement aux
corps de nombres mais aussi aux anneaux satisfaisant un principe des
tiroirs (i.e., pour tout =>0 on peut couvrir la boule unite de C par un
nombre fini, polynomial en 1=, de boules de rayons =), voir Paragraphe 7.b
ci-dessous pour un exemple avec les extension finies de Fq((1T )).
6. APPLICATIONS A LA TRANSCENDANCE
Nous allons d’abord appliquer le The ore me 1 pour retrouver le
The ore me de K. Barre -Sirieix, G. Diaz, F. Gramain, et G. Philibert [2]
sur la transcendance de la valeur de la fonction modulaire invariante J en
un point alge brique. Nous montrerons ensuite comment retrouver le
Corollaire 3.2 de [9].
Dans les calculs des parame tres secondaires nous utiliserons les
notations O et 0 de finies par f (i)=O(g(i)) (resp. f (i)=0(g(i))) si et
seulement si limi  +( f (i)g(i))<+ (resp. limi  +( f (i)g(i))>0).
E galement, on de signera par c1 , c2 , . . . des re els pouvant de pendre des
parame tres primaires mais pas des choix ni des parame tres secondaires.
(a) Fonction Modulaire
Dans cet exemple, la fac on de parcourir les points est originale, on
s’inspire de [2]. Tandis que dans tous les corollaires de [14] on a un
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parcours uniforme, ici deux cas tre s diffe rents sont de cisifs. Rappelons
l’e nonce , on conside re les fonctions f1(z)=z et f2(z)=zJ(z) :=J (z) ou
J(z)=1z+744+196884z+21493760z2+ } } } est la fonction modulaire
invariante (cf. [21, Paragraphe 7.3.3]). Les fonctions f1 et f2 sont analyti-
ques dans la boule unite B(0, 1) de C=C ou Cp pour tout premier p. On
s’inte resse a la transcendance sur A=Q des valeurs de ces fonctions.
The ore me 2. Soit y # B(0, 1)"[0] alors l ’un au moins des nombres y,
J( y) est transcendant sur Q.
Nous de duisons cet e nonce du The ore me 1 en e vitant le recours a un
lemme de ze ros. D’apre s l’estimation des coefficients du de veloppement en
se rie de J (cf. [2, Lemme 1]), la croissance des fonctions est donne e par
|1(r)=0, |2(r)=c1 } ’0(1+1|log r| ). Supposons y et J( y) alge briques sur
Q, d’apre s les relations modulaires satisfaites par la fonction J, il en est de
me^me de yi et J ( yi) pour tout i # N* et bien su^r de toutes les de rive es a
l’origine de z et J (z). On a donc les parame tres primaires:
D’apre s le Lemme 4 de [2] les fonctions f1 et f2 sont alge briquement
inde pendantes ce qui assure que la matrice f D(S) est de rang maximal
L=card D. En effet, sinon il existerait une combinaison line aire non
triviale des lignes de fD(S), c’est-a -dire un polyno^me non nul en f1 et f2
s’annulant sur S et donc ayant en particulier un de veloppement a l’origine
identiquement nul. L’ensemble S est compose de deux ‘‘branches’’ radicale-
ment diffe rentes, la seule fac on de parcourir un tel ensemble (a moins
d’oublier une des branches) est de passer alternativement d’une branche a
l’autre en ajoutant plus ou moins de points a chaque fois. Pour de crire un
tel parcours on se donne un entier D assez grand et deux suites croissantes
d’entiers [D22]=i1<i2< } } } et j1< j2< } } } et nous posons Ik=ik+
jk+1&i1& j1+2, Jk=ik+ jk&i1& j1+2 pour k1.
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Ainsi, dans un cas on ‘‘extrapole’’ sur les de rive es a l’origine, tandis que dans
l’autre on ‘‘extrapole’’ sur les puissances de y. Comme on l’a explique au Para-
graphe 2.b on prend U#+, *#, et on calcule les parame tres secondaires ci-
dessous (k1, J1=2). L’estimation de $ et , re sulte du Lemme 2 de [2] et le
calcul de E(i) est banal. On a Er(i), r$(i)(S$i)(r$(i)r(i)) ik, Hr$(i)(Si+1)=1 si Jk
i<Ik et Er(i), r$(i)(S$i)(r$(i)r(i))i&Ik+ik+ jk+1&[log r$(i)log | y|], Hr$(i)(Si+1)=
r$(i)&i+Ik&ik si Iki<Jk+1. Dans ce dernier cas on ve rifie aussi
&(i&Ik+ik) log r(i)2 - Dik+1 car Dik+1D[D22] et D est assez grand.
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On a card D=D2>[D22]=$(0) card S1 , $(0)=1, ,(0)=O(D32), le
The ore me 1 affirme que, si y et J( y) sont alge briques sur Q, il existe un
entier i1 tel que
&log E(i)&D|(r(i))$(i) } (2,(i)+2i+2(2,(0)+20)). (3)
Et donc si on ve rifie pour k1 les conditions
on obtient une contradiction, montrant du me^me coup que y et J( y)
ne peuvent e^tre simultane ment alge briques, c’est-a -dire le the ore me.
Comme D est assez grand, on ve rifie effectivement la condition C1
en prenant pour k1, ik=[D((;+1):)
k&1 (3&2;(;+1&:))+2;(;+1&:)&1],
jk=[D((;+1):)
k&1 (3;&2(;+1&:))+2(;+1&:)] pour 2<:<;3+1 et 3<
;<4. Par exemple, les suites ik=[D(121)(136)
k&1+4121] et jk=
[D(821 } 31)(136) k&1+1621] sont de ce type et conviennent.
(b) Me thode de Mahler
Soit K un corps de nombres et f (z)=l0 al } z
l une se rie a coefficients
dans K de finissant une fonction analytique dans B(0, R)/C (avec C=C
ou Cp pour tout nombre premier p). Soit :1 , :2 , . . . une suite de nombres
dans B(0, R), on cherche des conditions sur les :i pour que les valeurs
f (:1), f (:2), . . . ne soient pas toutes alge briques. On a le re sultat suivant
(qui est le Corollaire 3.2 de [9]).
The ore me 9. On suppose que tous les nombres :1 , f (:1), :2 , f (:2), . . .
sont alge briques sur Q et
lim sup
i  +





[Q(:i , f (:i)) : Q]
&log |:i |
=0,
alors la fonction f est alge brique sur C(z).
On applique le The ore me 1, les fonctions sont bien su^r f1(z)=z,
f2(z)= f (z) et les points S=(N_[0]) _ ([0]_[:1 , :2 , . . .]). On choisit
un entier t assez grand puis d=[- 2t[K : Q]]+1 et i0 de sorte que
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&t log |:i | soit grand par rapport a [Q(:i , f (:i)) : Q] } (Dh(1 : a0 : } } } :
at&1)+log t) et D(max(0, log R)+|2(R2)) pour tout ii0 . On a les
parame tres primaires suivants.
Et les parame tres secondaires se calculent sans difficulte en utilisant les
hypothe ses de la proposition.
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On a card D=D2>[D22]$(0) card S1 , le The ore me 1 affirme que si
la matrice MD est de rang D2 il existe un entier i1 tel que
&log E(i)&D|(r(i))$(i) } (2,(i)+2i+2(2,(0)+20)). (4)
Et donc si on ve rifie pour i1 la condition
il suit que MD est de rang <D2. Mais la condition C1 re sulte bien de nos
choix, et la matrice MD e tant de rang <D2 il existe une fonction polyno^me
P(z, f (z)), P0, de degre <D en z et f (z), s’annulant en tous les :i+i0 ,
qui s’accumulent a l’origine. Cette fonction analytique P(z, f (z)) est donc
identiquement nulle, c’est une relation de de pendance alge brique de f (z)
sur C(z).
7. APPLICATIONS A L’INDE PENDANCE ALGE BRIQUE
Nous montrons comment les the ore mes 1 et 2 permettent d’e tablir des
re sultats d’inde pendance alge brique de valeurs de se ries d’Eisenstein
(Section a, voir [11, 16] pour une e tude syste matique de ce type de fonc-
tions) et de valeurs de la fonction exponentielle d’un module de Drinfeld
(Section b, voir aussi [1, 22] pour d’autres re sultats de ce type).
Dans les calculs des parame tres secondaires nous utiliserons les nota-
tions O et 0 de finies par f (i)=O(g(i)) (resp. f (i)=0(g(i))) si et seulement
si limi  +( f (i)g(i))<+ (resp. lim i  +( f (i)g(i))>0). E galement, on
de signera par c1 , c2 , . . . des re els pouvant de pendre des parame tres
primaires mais pas des choix ni des parame tres secondaires.
(a) Se ries d ’Eisenstein





avec _k(i) :=l | i l
k, #1=&24, #2=240, #3=&504. On sait que _k(i)
‘(k) } ik pour k>1 (cf. [21, Chap. 7, Paragraphe 4.3]). Ainsi _1(i)
_3(i)_5(i)‘(5) } i5 et les se ries ci-dessus de finissent des fonctions
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analytiques dans la boule unite non borde e B(0, 1) de C qui de signera ici
soit C, soit Cp pour tout nombre premier p. Nous allons donner une
de monstration du re sultat suivant qui ge ne ralise un the ore me du^ a
G. V. Choodnovsky et s’apparente a la version quantitative qu’en a donne
G. Philibert [12].
The ore me 11. Soit y # B(0, 1)"[0], alors deux au moins des trois
nombres E1( y), E2( y) et E3( y) sont alge briquement inde pendants sur Q. De
plus, il existe un re el c>0 tel que pour tout cycle Z de P3(C) de fini sur Q,
de dimension 0 on a, avec x=(1 : E1( y) : E2( y) : E3( y)) # P3(C),
log dist(x, Z)> &c } (t(Z)32+(d(Z) log t(Z))32) } (log t(Z))32.
Lorsque y=e2i?{ # C ou { est le quotient des pe riodes fondamentales
d’une courbes elliptique de finie sur Q on sait que les valeurs E1( y), E2( y)
et E3( y) s’expriment alge briquement en fonction des nombres ?| et ’|
ou | est une pe riode non nulle et ’ la quasi pe riode associe e. Par exemple,
si y=e&2? # C (resp. y=&e? - 3 # C) les se ries E1 , E2 et E3 prennent des
valeurs alge briques sur le corps Q(?, 1(14)) (resp. Q(?, 1(13))). Dans ce
contexte, G. Philibert [12] de montre une mesure d’inde pendance alge bri-
que des nombres ?| et ’|. Cette mesure se de duit du The ore me 11 en
utilisant la proprie te d’approximation suivante, qui raffine la Proposition 9:
il existe un re el c1>0 tel que pour tout x # P2(C), X/P2 une courbe
de finie sur Q et tout Hc1 } d(X ) il existe un cycle Z/X(Q ) de dimension
0 satisfaisant t(Z)c } t(X )H et log dist(x, Z)c&11 } max(log Dist(x, X ),
&t(Z) H ). En choisissant H=[t(X)1+=2], =>0, et en comparant avec la
minoration du The ore me 11 on obtient log Dist(x, X)&c2 } t(X )3+=.
Pour e tablir le The ore me 11 nous allons utiliser le The ore me 1 et la
Proposition 9 avec k=r=1. Nous ferons appel au lemme de multiplicite
suivant, de montre dans [11].
Lemme de multiplicite . Il existe un re el c>0 tel que pour tout entier
D assez grand et tout polyno^me P # C[X1 , X2 , X3] de degre <D on a
ord0 P(E1 , E2 , E3)<cD3.
Reprenons l’analyse des donne es, on a trois fonctions analytiques d’une
variable fk(z)=Ek(z) pour k=1, 2, 3. On a donc d=3 et la croissance des
fonctions est majore e par |k(r)=&6 log(1&r)+18 pour k=1, 2, 3 et
r # [0, 1[. On ve rifie en effet
M0(Ek , r)504‘(5) } :
i0
i5 } ri218 } :
i0\
i+5
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ou D=ddz. En particulier, la valeur en y de la t-ie me de rive e divise es d’un
mono^me de degre <D en E1 , E2 , E3 s’exprime comme y&t multiplie par
un polyno^me en E1( y), E2( y), E3( y) de degre D+T et de taille
c3 } (D+t log(D+t)). Pour construire les approximations il suffit donc
d’approcher le point x et pour ce faire on utilise la Proposition 9.
Soient =>0 assez petit et U>c4(=), supposons qu’il existe un point
x$ # P3(Q ) tel que t(x$) d(x$)c5(=) et log Dist(x$, x)<&U. En particulier,
si les trois nombres E1( y), E2( y), E3( y) sont alge briques sur un corps de
degre de transcendance 1 sur Q le point x ci-dessus appartient a une
courbe de P3(C) de finie sur Q et la Proposition 9 avec k=r=1, nous
assure de l’existence d’un tel point avec Uc6 } (t(x$) d(x$))2. On en de duit
des approximations des fD((t, y)) de la forme *t } +t pour tout t # N, avec
*t= y&t et +t de fini sur le corps Q(x$) (de degre d(x$) sur Q) et de taille
c7 } ((D+t) t(x$)+D+t log(D+t)).
Nous allons fixer D>c8(=) ulte rieurement, posons T==&1 D log D et
T0=maxd%P<D ord0 P(E1 , E2 , E3)D3&1. D’apre s le lemme de multi-
plicite on a T0<c } D3, on fait le choix de mono^mes D=[h # N3 ; h1 , h2 ,
h3<D] et l’ensemble S sera N_[0, y]. Comme au Paragraphe 6.a, cet
ensemble a deux ‘‘branches’’ et on le parcourt en passant alternativement
d’une branche a l’autres, mais le lemme de multiplicite permet de se limiter
a un nombre fini d’aller-retour.
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En particulier,  i1 Si #[0, ..., T0]_[0] et la matrice MD est de
rang maximal D3. On calcule les parame tres secondaires, on a $(0)=1,
,(0)=*(0)=O(D log D) de sorte que card D=D3>[D32]=$(0) card S1 ,
et pour calculer U et E lorsque 2iT0&[D32]+2 on remarque
Gr$(i), r(i)(S$i)(4(1+| y|&1)) i+T+[D
32],





Comme MD est de rang D3 le The ore me 1 affirme qu’il existe un entier
i1 tel que
min \&log E(i)&D|(r(i))$(i) , U(i)+2,(i)+2i+2(2,(0)+20). (5)
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Mais, T0<c } D3 et on ve rifie les conditions
avec D=[c13 } (=&1(t(x$)+log(t(x$) d(x$))) } d(x$) log(t(x$) d(x$)))12], de s
que U[c14 } D3]. Et donc, si
Uc15=&32 } (t(x$)32+(log(t(x$) d(x$)))32) } (d(x$) log(t(x$) d(x$)))32,
on obtient une contradiction qui montre que l’approximation x$ de x
n’existe pas et en particulier que x n’appartient pas a une courbe de P3
de finie sur Q , d’ou le the ore me.
En ajoutant la fonction z a la situation pre ce dente et en utilisant le
lemme de multiplicite correspondant de [11], on obtient
The ore me 12. Soit y # B(0, 1)"[0], alors trois au moins des quatre
nombres y, E1( y), E2( y) et E3( y) sont alge briquement inde pendants sur Q.
Ce the ore me est de montre dans [11] et [16]. Lorsque y=e2i?{ # C ou {
est le quotient des pe riodes fondamentales d’une courbe elliptique de finie
sur Q on en de duit, pour toute pe riode non nulle | et quasi-pe riode
associe e ’:
Corollaire 13. Avec les notations ci-dessus les nombres e2i?{, ?|, et
’| sont alge briquement inde pendants. En particulier, les nombres ?, e?,
1(14) (resp. ?, e? - 3, 1(13)) sont alge briquement inde pendants.
Remarque. Tout comme dans [11, 16] on obtient une mesure d’approxi-
mation du point x=(1 : y : E1( y) : E2( y) : E3( y)) # P4(C). Pre cise ment, il
existe un re el c>0 tel que pour tout cycle Z de dimension 0, de fini sur Q,
on a
log dist(x, Z)> &c } (t(Z)43+(d(Z) log t(Z))43) } (log t(Z))43.
Nous allons donner ici une de monstration originale du The ore me 12
utilisant les the ore mes 1 et 11, mais sans faire appel au lemme de multi-
plicite pour limiter la suite d’ensembles Si . En particulier, dans le cas du
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Corollaire 13 la mesure du The ore me 11 se de duit de [12] et on obtient
alors une de monstration de ce corollaire sans point commun avec celle de
[11].
On reprend les fonctions fk(z)=Ek(z), k=1, 2, 3 auxquelles on ajoute
f4(z)=z. On fait le choix de mono^mes D=[h # N4 ; h1 , ..., h4<D] pour un
entier D assez grand, et on parcourt alternativement les deux ‘‘branches’’ de
cet ensemble comme dans le Paragraphe 6.a (transcendance de valeurs de
la fonction modulaire). Soient 1=I1<I2< } } } et DT1 , T2 , . . . deux
suites d’entiers croissantes que nous allons de terminer.
Soit =>0 assez petit, supposons que le point x=(1 : E1( y) : E2( y) : E3( y) : y) #
P4(C) appartienne a une sous-varie te de dimension 2 de finie sur Q.
D’apre s le The ore me 11 cela signifie que le corps engendre par les
nombres E1( y), E2( y) et E3( y) est de degre de transcendance 2 et que y est
alge brique sur ce corps. Soient Ek( y), Ek$( y) (k{k$ # [1, 2, 3]) alge brique-
ment inde pendants et x0=(1 : Ek( y) : Ek$( y)) # P2(C). Pour tout l1 la
Proposition 9 avec k=r=2, H=I (1+=)3l+1 fournit un cycle Zl de dimension
0 satisfaisant t(Zl)C
2 } I 2(1+=)3l+1 et log dist(x0 , Zl)&C
&3t(Zl) }
I (1+=)3l+1 . Le The ore me 11 entrai^ne d’un autre co^te log dist(x0 , Zl)>
&2c } t(Zl)
32 (log t(Zl))
3 et, en comparant la majoration et la minoration,
on ve rifie t(Zl)c16 } I
(2+=)3
l+1 . Le point de Zl le plus proche de x0 et les
e quations de de pendance alge brique de Ek"( y) (k" # [1, 2, 3]"[k, k$]) et y
sur Q(Ek( y), Ek$( y)) de terminent un point x$l # P4(Q ) satisfaisant
c16 } I (2+=)3l+1 t(x$l) d(x$l)c17 } I
2(1+=)3
l+1
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Calculons les parame tres secondaires
Pour calculer U et E lorsque I l<i<I l+1 on remarque
Gr$(i), r(i)(S$i)(4(1+| y|&1)) i+Tl+[D
42] ,





tandis que pour i=I l , Er$(i), r(i)(S$i)=(r$(i)r(i))
Il+[D42]&l et Hr$(i)(Si+1)=
(| y| 12&’0 | y| )&Tl .
On a $(0)=1, ,(0)=*(0)=O(D log D) de sorte que card D=D4>
[D42]=$(0)card S1 , comme MD est de rang D4 (car les fonctions
f1 , ..., f4 sont alge briquement inde pendantes) le The ore me 1 affirme qu’il
existe un entier i1 tel que
min \&log E(i)&D|(r(i))$(i) , U(i)+2,(i)+2i+2(2,(0)+20). (6)
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On a d(x$l)(t(x$l)+log Tl) Tl log Tlc22 } (I
23
l+1 Tl)
1+=, on ve rifie pour
l1 les conditions
lorsque Tl=[(I l+D
4):], I l+1=[(I l+D
4);] avec 14<:<1&2=3(1+=),
1<;<3(1&:(1+=))2(1+=). Ainsi, pour ces choix de suites l’ine galite
(6) n’est pas satisfaite, on obtient alors une contradiction qui montre que
les approximations x$l de x n’existent pas. En particulier x n’appartient pas
a une surface de P4 de finie sur Q , d’ou le the ore me.
(b) Modules de Drinfeld
On prend A=Fq[T], C=Fq((1T )) et on distingue la valeur absolue
| } |=qd%, qui donne e galement la taille de A. On a ainsi l’ine galite de la
taille log |x|0 pour x # A* (i.e., a=0).
On conside re un module de Drinfeld de rang *, c’est un A-module 4
discret, contenu dans C et tel que rg 4=*. La fonction exponentielle
associe e s’e crit
e(z) :=z } ‘
*{0
* # 4 \1&
z
*+ ,
c’est une fonction entie re de pe riode 4. L’action de A sur cette fonction
s’e crit
e(az)=84(a)(e(z))
ou 84 : A  C[{] est un homomorphisme d’anneaux. On a 84(a)=a+
a1 {+ } } } +am {m avec ai # C, am {0, m=* } d%Ta, et { le Frobenius z  zq.
On suppose que ce module de Drinfeld est de fini sur une extension finie K
du corps des fractions de A (i.e., ai # K pour tout a # A). E crivant a # A sur
les mono^mes en T, on ve rifie |ai |ec27 } |a|
*
dans l’expression ci-dessus.
Enfin, R4 :=[u # C ; u4/4] est un A-module de rang fini *$ | * auquel 84
se prolonge. On fixe w1 , ..., wr$ une famille d’e le ments de R4 libre sur A. Si
e(z) est alge brique sur Fq(T ) et u # R4 , on ve rifie que e(uz) est alge brique
sur Fq(T ) et log T (e(uz))|u| * } (log T (e(z))+c28).
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Soient dl, u1 , ..., ud # C (resp. v1 , ..., vl # C) line airement inde pendants
sur R4 , on s’inte resse au degre de transcendance sur Fq(T) du corps
F :=Fq(T )(e(uivj);1id, 1 jl).
Le re sultat suivant est nouveau (comparer avec [22]).
The ore me 14. Dans les notations de ce paragraphe, si *$ld(*$l+*d)2
alors deux au moins des nombres
e(uivj) ; (1id, 1 jl)
sont alge briquement inde pendants sur Fq(T ).
On prend n=1 dans les notations du Paragraphe 2.b, on conside re les
fonctions fi (z)=e(ui z) pour i=1, ..., d et l’ensemble des points 1=
R4 v1+ } } } +R4 vl , on a |(r)=c29 } r
* . Pour s # N on note 1(s) l’ensemble
ponde re [(0, li=1 aivi) ; ai # R4 , |ai |<s] et 1=s # N 1(s).
Nous allons utiliser le The ore me 2. Supposons que le corps F soit de
degre de transcendance 1 sur Fq(T ), alors, comme dans la preuve de la
Proposition 9, le principe des tiroirs permet de trouver une infinite de
cycles Z (irre ductibles et re duits) de finis sur Fq(T ), de dimension ze ro et
tels que log Dist(%, Z)&c30 } t(Z)2 ou % est une base de transcendance de
F sur Fq(T ). On notera que la constante de pend du degre de Fq((1T))(%)
sur Fq((1T)) (voir a ce propos la preuve du Lemme 4 de [6]). Fixons un
tel Z avec t(Z)c31(=) pour un re el =>0 fixe , un point x de Z fournit des
approximations alge briques des valeurs e(ui vj) et par suite des vecteurs mhv
approchant fh(v) pour v # 1(s) et h # Nd. Pre cise ment, x a d(Z) conjugue s












&t(Z)2+|h| s* } t(Z)
d(Z)
et log T (mhv)c34 } |h| s
*(t(Z)d(Z)). Soit D # N*, D/[h # Nd ; h1 , ...,
hdD] de cardinal L=Dd arbitraire, et conside rons l’ensemble S1=
1(c35 } Dd*$l) ou c35 est choisie de sorte qu’avec le lemme de ze ros de [24]
ou [7] une forme de degre <D en X a coefficients dans Fq((1T ))(%) ne
s’annule pas sur 1(c35 } Dd*$l). On a les parame tres primaires suivants.
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On choisit D=[(= } t(Z))*$l(*$l+*d )] et on calcule les parame tres
secondaires:
La condition C2 du The ore me 2 s’e nonce (L=Dd)
min(t(Z)2, =2Dd log D&c37 } D*$l+*d*$l+*=)>c38(D*$l+*d*$l } t(Z))
>O(=t(Z)2),
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et on en de duit
v ou bien MD n’est pas de rang maximal L,
v ou bien =2Dd log Dc39 } D (*$l+*d )*$l } (t(Z)+D*=).
Avec notre choix de D en fonction de t(Z) la seconde conclusion
entrai^ne, si t(Z) est grand par rapport a =, *$ld(*$l+*d )<2. A contrario,
si *$ld(*$l+*d )2 alors ou bien F est de degre de transcendance au
moins 2 sur Fq(T), ou bien la matrice MD n’est pas de rang maximal L.
Nous allons exclure cette dernie re e ventualite , qui vu la liberte sur le choix
de D ne se produit que lorsque rg(mhv)h1, . . .hdD, v # 1(c35 } Dd*$l)<=D
d.
Soit x # Z, si rg(mhv)h1, . . .hdD, v # 1(c35 } Dd*$l)<=D
d le lemme de Siegel (cf.
[6]) permet de construire une forme non nulle p # Fq[T][Y, X1 , ..., Xd]
s’annulant sur [x]_mv ; v # 1(c35 } Dd*$l) de degre D en X, de degre
D (*$l+*d )*$l en Y et de taille c40 } =t(Z). D’apre s le lemme de ze ro de
[24] (voir aussi [7]) cette forme ne s’annule pas sur [%]_e(1(c35 } Dd*$l))
(car % est transcendant). On obtient donc par image inverse un cycle
de dimension ze ro de P1(C) de fini sur Fq(T ) contenant Z de taille
c41 } =t(Z)+D (*$l+*d )*$lc42 } =t(Z), d’apre s notre choix de D. Ceci
entrai^ne une contradiction lorsque = est assez petit. Cette contradiction
montre la Proposition 14.
On montre de la me^me fac on que, si *$l (d+1)(*$l+*d )2 alors deux
au moins des nombres
vj , e(uivj) (1id, 1 jl)
sont alge briquement inde pendants.
Utilisant l’analogue sur Fq[T] du Proble me 7(a) on est amene a
choisir D=[=t(Z)*$l(*$l+*d ) k], ce qui, dans la Proposition 14 donne l’inde -
pendance alge brique de k+1 nombres de s que *$ld(*$l+*d )k+1.
Mais pour exclure l’e ventualite MD n’est pas de rang maximal, on est
amene a priori a introduire des hypothe ses (techniques cas conjecturalle-
ment inutiles) de mesure d’inde pendance line aire des ui et des vj .
L’argument explique ci-dessus permet d’e viter ces hypothe ses a condition
d’avoir une information supple mentaire sur le cycle Z fournit par le
Proble me 7(a), a savoir qu’il n’est pas contenu dans une hypersurface de
taille en o(t(Z)1k). On comparera cette approche aux travaux ante rieurs
[5].
Si les ui sont alge briques, utilisant le Proble me 8 on est amene a choisir
D=[=t(Z)*$l (d&k)(*$l+*d ) k], ce qui dans la Proposition 14 donne
l’inde pendance alge brique de k+1 nombres de s que kd&1&*d*$l. En
particulier, si *=*$ (i.e., le module de Drinfeld est a multiplications
comple tes) et d=l2 on trouverait au moins d&1 nombres alge brique-
ment inde pendants (voir Paragraphe 8).
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8. APPLICATION SPE CULATIVE A L’INDE PENDANCE
ALGE BRIQUE
Ce paragraphe pre sente une application potentielle de notre me thode
reposant sur une re ponse positive au Proble me 8 du Paragraphe 5.
On trouvera peut-e^tre la une motivation pour e tudier les proble mes
d’approximation.
Dans les calculs des parame tres secondaires nous utiliserons les nota-
tions O et 0 de finies par f (i)=O(g(i)) (resp. f (i)=0(g(i))) si et seulement
si limi  +( f (i)g(i))<+ (resp. lim i  +( f (i)g(i))>0). E galement, on
de signera par c1 , c2 , . . . des re els pouvant de pendre des parame tres
primaires mais pas des parame tres secondaires.
On conside re le degre de transcendance du sous-corps F de C engendre
sur Q par les nombres de :;, ..., :;d&1 ou : est un nombre alge brique {0, 1
et ; est un nombre alge brique de degre d2 sur Q. On sait de ja [8] que
ce degre de transcendance est [(d+1)2].
Proposition 15. Si le Proble me 8 a une re ponse pour G=Gdm et
tout k=rd&1, alors les d&1 nombres :;, ..., :;d&1 ou : est un nombre
alge brique {0, 1 et ; est un nombre alge brique de degre d2 sur Q, sont
alge briquement inde pendants sur Q.
Les fonctions et les points se pre sentent naturellement fi (z)=exp(;i&1z)
pour i=1, ..., d et S=N_1 ou 1=Z log :+Z; log :+ } } } +Z;d&1 log :.
On a les parame tres primaires et on fait le choix D=[h # Nd, h1 , ...,
hd<D] pour un entier D assez grand que nous allons fixer. On conside re
l’ensemble S1=[0, ..., D2d(d+1)]_1(c1 } D(d&1)(d+1)) ou c1 est choisie de
sorte qu’une forme de degre <D dans C[X1 , ..., Xd] ne s’annule pas sur S1 .
D’apre s le lemme de ze ros dans Gdm de [15] (par exemple) un tel c1 existe
car 1, ;, ..., ;d&1 sont line airement inde pendants sur Q.
On utilise le The ore me 2 en liaison avec le Proble me 8 pour construire
les approximations du point x=(1 : : : } } } : :;d&1) # Gdm(C)/Pd (C).
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Supposons que x appartienne a une varie te alge brique de finie sur Q, de
dimension k et fixons un cycle Z satisfaisant le Proble me 8 pour G=Gdm ,
g=d, .=C  C*d, .(z)=( f1(z), ..., fd (z)), k=r et t(Z)c3(=) pour un
re el =>0 assez petit. Ce cycle fournit des approximations alge briques des
valeurs fi (; j&1 log :) et par suite des vecteurs mD(t, v) approchant f
D((t, v))
pour tout (t, v) # S et D/Nd. On choisit D=[(=t(Z)(d&k)k
log t(Z))(d+1)2d] et on calcule les parame tres secondaires:
La condition C2 du The ore me 2 s’e nonce (L=Dd)
min(t(Z)dk, =Dd log D&c4 } D2d(d+1)+=)
>c5 } (D2d(d+1) log D } t(Z))=O(=t(Z)dk),
et on obtient
v ou bien MD n’est pas de rang maximal L,
v ou bien =Dd log Dc6 } D2d(d+1) log D } (t(Z)+D=)c7 } =t(Z)dk.
Avec notre choix de D en fonction de t(Z) la seconde conclusion entrai^ne,
si t(Z) est grand par rapport a =, d<(dk) } (2d(d+1)) } (k(d&k)) c’est-a -
dire k>d&2d(d+1). A contrario, si kd&2d(d+1) (i.e., kd&2)
alors ou bien F est de degre de transcendance au moins k+1 sur Q, ou
bien la matrice M D n’est pas de rang maximal L. Nous allons exclure cette
dernie re e ventualite . On ve rifie que le point x ne peut pas e^tre tre s proche
d’un sous-groupe alge brique de Gdm en fonction du degre de ce sous-groupe.
336 PATRICE PHILIPPON
File: ARCHIV 213047 . By:BV . Date:12:07:07 . Time:06:10 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 6013 Signs: 2592 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
En effet, un sous-groupe alge brique G de Gdm(C) est de crit dans l’espace
tangent Cd par des formes line aires a coefficients entiers de valeurs absolues
deg G, le logarithme de x est (1, ;, ..., ;d&1) } log : et l’ine galite de la
taille montre Dist(x, G)c8 } (deg G)&d. Mais, si la matrice MD n’est pas
de rang L le lemme de ze ro dans Gdm de [15] montre que le cycle Z est
contenu dans un tel sous-groupe de degre c9 } Dd, or Dist(x, Z)
exp(&c10 } D2d
2(d+1)(d&k)) et D est assez grand.
En fait, la de monstration ci-dessus fournit inconditionnellement une
mesure d’approximation du point x=(1 : : : } } } : :; d&1) # Pd (C). Pre cise -
ment, si on y prend D=[c11(=&1t(Z))(d+1)d(d&1)] on obtient: il existe un
re el c12>0 tel que pour tout cycle Z/Pd de dimension 0, de fini sur Q on
ait
log Dist(x, Z)&c13 } t(Z)1+2(d&1) } log t(Z).
On voit comment les conclusions que permettent de tirer de cette mesure
les proble mes 7 et 8, diffe rent essentiellement.
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